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e procurarmos nos principais diciondrios da lin-

gua portuguesa, o termo percolagio ¢ sindnimo de

lixiviagdo, que é o movimento de fluido em meio

poroso, com o fluido extraindo substincias sold-

veis do meio por onde “percola”. Por exemplo, cer-
tamente j4 escutamos que as dguas subterrineas percolam no solo e
entre as fraturas e fendas das rochas. Outro exemplo muito impor-
tante para nés matemdticos ¢ o café: ao prepard-lo, a 4gua percola
através de um meio poroso, o pé de café, extraindo substincias
deste meio, o que ¢é facilmente observado devido as mudancas de
cor, odor e sabor do fluido.

Motivados por um problema aplicado — desenvolver um mo-
delo probabilistico de mdscaras de gds para trabalhadores de minas
de carvao —, S. R. Broadbent e J. M. Hammersley, em 1957 [2],
introduziram o modelo de percolagio como o conhecemos em ma-
temdtica. O meio poroso serd um grafo G = (V, E) formado por um
conjunto V de vértices e um conjunto E de elos, que sdo as ligagoes
conectando pares de vértices. Uma imagem que podemos ter em
mente ¢ a de uma rede de canos (elos) como a que distribui dgua
em nossas cidades. De um ponto de vista mais formal, o grafo mais
utilizado € a rede hipercibica 4-dimensional, L4, cujos vértices sio
os pontos do espago euclidiano 4-dimensional com coordenadas
inteiras e os elos unem dois vértices que diferem em apenas uma
coordenada por uma unidade.

O cardter aleatério do modelo se manifesta atribuindo-se a cada
elo o estado aberto ou fechado para a passagem do fluido. Em termos
precisos, além do grafo temos um pardmetro, p, um ntimero real no
intervalo [0,1] que denota a probabilidade de cada elo estar aberto.
O modelo de percolagio de Bernoulli com pardmetro p é aquele em
que cada elo estd aberto com probabilidade p, fechado com probabi-
lidade 1 — p, e os estados aberto e fechado para cada elo sao varidveis
aleatdrias independentes. Em “matematiqués” o modelo ¢ descrito
pelo espaco de probabilidade ({2, A, P, ), onde 1 = {0, 1}E, 0 espago
amostral, ¢ o conjunto com todas as configuracoes possiveis para os
estados aberto (ou 1) e fechado (ou 0) dos elos; A é a g-dlgebra ge-
rada pelos eventos cilindricos de (1 e IP, ¢a medida de probabilidade
subjacente — o subindice p ¢ para enfatizar que o estado de cada elo
¢ 1 ou aberto com probabilidade p.

Dados dois vértices x, y € V, dizemos que eles estdo conectados
em uma configuragio @ € ( se existe um caminho de elos abertos
em w conectando os vértices x e y. Utilizaremos a notagao (x <)
para denotar o conjunto de tais configuragdes. Recorrendo & me-
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tdfora do fluido em meio poroso, em que o fluido penetra todos os
elos abertos que encontra pela frente, dizer que xe y estao conectados
quer dizer que se injetarmos fluido sob pressao no vértice x o vértice y
ficard molhado. Dado um vértice x € V e uma configuragio de elos
abertos e fechados w € Q, definimos o aglomerado de x na configu-
¢io w, C(w), como o conjunto dos vértices conectados a x por um
caminho de elos abertos na configuragio w, isto ¢, os vértices que
ficarao molhados ao introduzirmos o fluido em x; dito de modo mais
preciso, C,(w) = {y € V; x & yin w}. Em grafos transitivos, como a
rede hiperctibica d-dimensional IL4, C,.é um conjunto aleatério cuja
distribui¢ao é a mesma para todo vértice x; desse modo, sem perda de
generalidade podemos nos fixar em um vértice como a origem e de-
notaremos simplesmente por C o aglomerado da origem. Podemos
pensar em w como um subgrafo aleatério de IL4, neste caso C,(w)
seria a componente conexa de w que contém o vértice x. A Figura 1
ilustra o modelo de percolagao na rede quadrada.

A primeira pergunta que fazemos é sobre o tamanho do aglomerado
C. Observe queseu nimero devérticesé um ndimero natural, mas pode
também ser infinito; logo, ¢ natural surgir a pergunta: qual a proba-
bilidade do aglomerado da origem ser infinito? Ou seja, para a vari-
4vel aleatéria C': Q—>NU{oo}, quanto vale [P}, {w € Q; #C(w) = oo}?
Utilizaremos a notagio mais curta (0 ¢> 00) para denotar o evento
{w € Q; #C(w) = 00}. Deste modo ¢ natural definir a fungio 6(p),
a probabilidade de percola¢o, como:

6:00,1] —[0,1],p— Pp(0 <> c0).

Como definida acima, a fungdo 6(p) indica a probabilidade do
aglomerado da origem ter tamanho infinito quando cada elo estd
aberto com probabilidade p. Podemos observar imediatamente que
6(0) =0¢ 6O(1) = 1; além disso, ¢ intuitivo acreditar que a fungio
O(p) seja mondtona nio decrescente em p. Esta tltima afirmagio ¢
verdadeira e sua demonstragio pode ser vista no Capitulo 1 de [8],
que é um texto cldssico de percolagao e referéncia bésica para todos
aqueles que queiram se iniciar ou aprofundar seus conhecimentos
sobre o assunto.

Dada a monotonicidade da fungao 6(p), é natural definirmos o
ponto critico do modelo, p., como aquele valor de p em que a fungao
6 deixa de ser zero, isto ¢, p,. = supfp € [0, 1]; O(p) = 0}. Obser-
ve que o ponto critico é uma caracteristica do grafo; portanto, se
considerarmos nosso grafo como a rede hiperciibica 4-dimensional,
temos que o ponto critico é fun¢io da dimensio 4. Deixamos como
exercicio para o leitor verificar que para 4 = 1 temos que p. = 1.
O resultado abaixo, provado por Broadbent e Hammersley em [2],
podeser considerado um marco na teoria matemdtica da percolagio:

Teorema 1 Considere um modelo de percolagao de Bernoulli na rede
hiperciibica d-dimensional com d = 2. Entio existe p,. = p,. (d) € (0,
1) tal que:
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O teorema acima nos diz que hd duas regides bem distintas do
intervalo [0,1]. O intervalo [0, p,.) ¢ a fase subcritica onde a pro-

(1)

babilidade da origem percolar é zero e o intervalo (p,, 1], a fase
supercritica, onde a probabilidade da origem percolar é estritamente
positiva. O teorema nada diz sobre o que ocorre no ponto critico.

Quando 4 = 2 foi provado por H. Kesten [11] que p. = %2. De
fatoa provadeu-se em duas partes e passaram-se vinte anos entre am-
bas: em [10] T. Harris provou que 6(¥2) = 0 (em particular p . > 5).
Em dimensoes altas, > 19, T. Hara e G. Slade [9] provaram, utili-
zando a técnica conhecida com expansio em lacos, que a probabili-
dade de percolagio no ponto critico também é zero. Acredita-se que
o mesmo seja vdlido para todo & = 2. Determinar se 0 (p (4)) =0
para 3 < 4 < 18 ¢ um problema ainda em aberto e certamente um
dos problemas mais importantes da probabilidade atual.

Na discussiao acima, os estados de elos distintos (aberto ou fecha-
do) representam varidveis aleatdrias independentes. A consideragao
de uma classe importante de medidas mais gerais liga percolagio a
modelos oriundos da mecAnica estatistica. O exemplo mais bdsico
corresponde ao cldssico modelo de Ising na rede quadrada (estende-
se a outros grafos e aos chamados modelos de Potts). Daqui até o
final desta secdo, este serd sempre o nosso grafo, .2. No modelo de
Ising atribui-se a cada vértice x uma varidvel aleatéria 0,, que pode
tomar dois valores, +1 ou —1, simulando duas possiveis orientagdes
de um spin. Tomando-se uma caixa finita A = [=L, L] x [=L, L] em
L2 considera-se uma fungio energia que favorece o alinhamento
de spins: um elo entre vizinhos com mesmo spin contribui com -1
para a energia; caso contrdrio, contribui com +1. A energia H,(0)
fica entdo 27(0)—NN,, onde 7(0) é o nimero de elos que conectam
vértices com spins distintos e /V ¢ uma constante, simplesmente o
ndmero total de elos no grafo restrito a A (irrelevante na defini¢ao
abaixo). Define-se uma medida de probabilidade no conjunto de
todas as configuracoes de spins na caixa A

L -8HA@)

Z(B. A) @)

onde f8 > 0 representa o inverso da temperatura e Z(f5, A) é a cons-
tante de normalizagio para que os pesos somem 1. Note que valores
grandes de f (baixas temperaturas) favorecem as configuragoes de
menor energia, ao passo que para valores altos da temperatura (f8
pequeno), a entropia tem um papel mais importante, fazendo com
que a medida tenda a ficar mais préxima de uma medida uniforme
no conjunto de todas as configuracoes. Esse jogo entre energia e en-
tropia determina a existéncia de uma temperatura critica, que pode
ser caracterizada da seguinte forma no caso do modelo de Ising:
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coloca-se uma condigdo externa constante e.g. toma-se 0, =+1 para
todo x na fronteira da caixa A e seja 1} a medida assim obtida. Existe
um valor critico f, tal que o valor médio de g, na origem tende a
zero quando L tende a infinito se § < f3,, e tende a um valor positivo
m* (B) se f > f.. Em outras palavras, existe uma memdria de longo
alcance (o spin na origem lembra o que hd na fronteira cada vez mais
distante) abaixo da temperatura critica. Uma versio disto se aplica
também quando o, toma valores em {1, 2, ..., g}, g = 2 inteiro, o
que é conhecido como modelo de Potts.

A transi¢io de fase no modelo de Ising também pode ser formu-
lada ignorando condigdes externas, mas acrescentando um termo
do tipo » X 0,2 energia, onde / representa um campo magnético e
asoma é sobre x € A. Da mesma forma, quando a temperatura 1/ 8
estiver abaixo de 1/ 8, observa-se uma “magnetizagio espontinea’,
ou seja, o valor médio do spin na origem no limite L — 00 é uma
fungio m(f,h) que tende a m* () (—m*(f)) quando 4 tende a zero
porvalores positivos (negativos, respectivamente). A existéncia de f3,
(finito e positivo) foi inicialmente obtida por R. Peierls [15], sendo
que L. Onsager [14] determinou o valor exato para o modelo de
Ising. Onsager provou ademais que na temperatura critica o valor
médio, sob u}, do spin na origem tende a zero quando o volume
cresce, i.e. L — 0. Isto sem diivida nos remete ao resultado de Har-
ris-Kesten, e seria natural buscar pela relagao entre os dois. Para isso
precisamos olhar os modelos de forma mais geral.

C. M. Fortuin e P. W. Kasteleyn [6] introduziram, no final dos
anos 1960, uma classe de medidas de percolac¢io que generalizam
as medidas [P, consideradas anteriormente. Dependem de dois pa-
rimetros: p como antes ¢ g € (0, +0). Para p, ¢ fixados, e restrita a
um volume finito A a probabilidade de uma configuracao de elos w
€ {0, 1}E@) ¢ dada por

L pa) (1_p) @) gew)
Z (3)

onde 4(w) (f(w)) representa o nimero de elos abertos (fechados),
¢(w) representa o nimero de aglomerados (ou componentes cone-
xas) de w, e Z=Z (A, p, q) é novamente a constante de normaliza-
¢do. O pardmetro ¢ introduz uma dependéncia de longo alcance.
Consideraremos apenas o caso ¢ = 1. Quando ¢ = 1 temos sim-
plesmente P,.

Seq=2ep=1—e¢~F podemos associar uma configuragio de
spins atribuindo o mesmo spin g, para todos os vértices x em cada
dado aglomerado de w, com probabilidade 1/2 e independente ao
variarmos os aglomerados. Com isto recupera-se o modelo de Ising
nos spins [5]. Para considerar condigbes externas constantes nos
spins, podemos pensar que todos os elos com pelo menos um vértice
forade A estejam abertos e nesta componente infinita os spins sejam
todos iguais & condi¢ao externa (+1 ou —1). Em L2, estendendo a
notagdo acima, tem-se ainda 6(p,(2), 2) = 0, o que corresponde
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Figura 1. Simulacdo. Percolacdo Bernoulli (p=0.55). (Cortesia
Lucas Vargas)

2 unicidade da medida na temperatura critica, como provada por
Onsager; o valor p (¢) = 1%determina a temperatura critica para
o modelo de Potts em IL2. A relagio entre a percolagao de Fortuin-
Kasteleyn e o correspondente modelo de spins (Ising/Potts) tem sido
muito explorada em pesquisa recente, especialmente no caso planar,
com resultados importantes, confirmando outra conjectura famosa,
devida a R.J. Baxter: 8(p(9); ) = 0 vale para g < 4 ([3] e referén-
cias) ao passo que para g > 4 a transigdo de fase é descontinua, i.e.
0(p(9), 9) > 0 [4]. Conjectura-se resultado andlogo para dimensoes
maiores, com uma fungio Q() no lugar de ¢ = 4 acima.

PERCOLAGAO EM OUTRAS QUESTOES Diremos que um par (1, ) de
sequéncias bindrias ) = (171,15, ...) e E = (£}, &5, ... ) é compativel se
for possivel extrair uns de 77 e zeros de £ de modo que sobrem duas
sequéncias infinitas idénticas. Fdcil dar exemplos de pares compa-
tiveis bem como de pares incompativeis: 7 = 1 fica evidentemente
compativel com qualquer sequéncia & que tiver infinitos uns. Mo-
tivado por questdes oriundas de agendamento em computagio, P.
Winkler [16] formulou o seguinte problema: supondo quen,, e ¢,
sejam todas varidveis aleatérias independentes, sendo que 17, (£,)
vale 1 com probabilidade g (p) e vale 0 com probabilidade 1 — 4 (1
— p, respectivamente), podemos encontrar 0 < ¢, p < 1 de modo que
0 par seja compativel com probabilidade positiva? Trata-se pois da
medida de probabilidade IP’q X ]PP em {0, 1}Nx {0, I}N¢ pergunta-se
se o conjunto dos pares compativeis (1), ) tem probabilidade positi-
va. Espera-se uma resposta afirmativa se g préximo a 1 e p préximo
a zero. Isto foi provado em [7] e [1].
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Figura 2. Simulacdo. Percolagdo em compatibilidade. (Cortesia
Lionel Levine)

Cabe perguntar se podemos construir uma sequéncia 7 com
densidade positiva de zeros, e que seja compativel com um conjunto
de probabilidade positiva para IP, (o que chamamos p-compativel).
Uma resposta abstrata decorre do resultado acima (pelo teorema de
Fubini), mas ainda cabe perguntar se podemos construir uma tal
sequéncia explicitamente. Uma resposta parcial foi dada em [13],
onde se constréi uma sequéncia com muitos zeros em um sentido
mais fraco (dimensao de Hausdorff) que ¢ p-compativel. Interessa
salientar aqui que o problema pode ser visto como uma questio de
percolacio, ou seja, a existéncia de um caminho infinito aberto, a
partir de um dado vértice. H4 duas diferencas fundamentais em
relagdo ao que tratamos antes: (i) mais natural pensar que agora sao
os vértices (em vez dos elos) que podem estar abertos ou fechados,
e ademais os caminhos devem agora ser orientados em algum sen-
tido, pois precisamos percorrer as sequéncias na ordem dada; (ii) as
varidveis em uma mesma coluna sao extremanente dependentes, em
contraste com o exemplo discutido inicialmente. De fato a constru-
¢do éfeitaem V= {0, 1,2...}2, apés convenientemente utilizar uma
transformagio, 7j, & das sequéncias bindrias 17, £ que supomos terem
infinitos zeros e infinitos uns. As coordenadas de 7j e € sdo os sucessi-
vos comprimentos das filas de uns entre dois zeros sucessivos em 7,
&. Um vértice (#,v) serd declarado aberto se 77, > 3 »» de onde vemos
a dependéncia em cada coluna. A Figura 2 ilustra com simulagGes
correspondentes a (17, §) Bernoulli.

H4 vdrias questdes envolvendo sequéncias aleatdrias que podem
ser colocadas dessa forma. Nao vamos entrar nos detalhes do exem-
plo. O que pudemos fazer com este método foi: para cada € > 0
construimos uma sequéncia 1. cujo conjunto de zeros é um fractal
de dimensao de Hausdorff pelo menos 1— € e para o qual podemos
tomar p, > 0 de modo que 77, serd p-compativel, para todo p > p,.
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FORMACAO DE PROFESSORES
DE MATEMATICA: PARA UMA
ABORDAGEM PROBLEMATIZADA

Victor Giraldo [1]

INTRODUGAO: A RUPTURA ENTRE UNIVERSIDADE E ESCOLA NA FOR-
MACAO DE PROFESSORES DE MATEMATICA H4 mais um século, o
matemdtico alemio Felix Klein denunciava, em sua célebre obra
Matemdtica elementar de um ponto de vista superior [2] (editada pela
primeira vez em 1908), uma aliena¢io entre a formagio universitdria
de professores de matemdtica e a prética de sala de aula da escola
bésica. O autor identifica essa ruptura como uma dupla desconti-
nuidade: por um lado, quando os estudantes ingressam nos cursos
universitdrios de formagao de professores, poucas relagdes sio esta-
belecidas entre a matemdtica com que passam a ter contato e aquela
anteriormente aprendida por eles como alunos da escola bdsica;
e por outro lado, quando concluem esses cursos e iniciam a vida
profissional, poucas relagdes sio estabelecidas entre a matemdtica
aprendida durante a graduagio e aquela que passa a ser demandada
pela prdtica de sala de aula da escola bdsica. Assim, ¢ como se, ao
ingressar na universidade, o futuro professor devesse “esquecer”
toda a matemdtica que aprendeu até entdo na escola bdsica; e ao
terminar a graduacio, o professor devesse novamente “esquecer”
toda a matemdtica ali aprendida para se iniciar na carreira docente.
Em consequéncia, o curso universitdrio pode ter um efeito essen-
cialmente indcuo na formacao do professor.

A ruptura denunciada por Klein nio ¢ particular de seu tempo
ou de seu contexto social, e tem paralelos com resultados de pesqui-
sas mais recentes em educacio matemdtica. Por exemplo, a pesqui-
sadora estadunidense Deborah Ball, em sua tese de doutorado [3],
identifica e desafia trés suposi¢oes que, segundo a autora, permea-
vam tacitamente as concepgoes dos cursos universitdrios de forma-
¢do de professores de matemdtica nos EUA 4 época: (i) os tépicos
da matemdtica escolar sdo simples e comumente entendidos; (ii)
portanto, esses tépicos nao precisam ser reaprendidos pelos futuros
professores na universidade; (iii) o conhecimento de matemdtica de
nivel universitdrio serd suficiente para equipar os futuros professores
com um entendimento amplo e profundo da matemdtica escolar,
suficiente para o ensino da disciplina na educagio bdsica.

Nesse estudo, Ball propds problemas tipicos da matemdtica es-
colar a um grupo de estudantes universitdrios que estavam se prepa-
rando para se tornar professores da educag¢do bdsica. Por exemplo,
foi pedido aos estudantes que formulassem um contexto para o ensino
de uma divisio por ¥5 (isto é, para abordar a divisao por fracoes).
Apenas 5 dentre 28 participantes do estudo forneceram respostas
consideradas apropriadas. Os demais estudantes apresentaram res-
postas incorretas (em geral, confundindo divisao por %2 com divisao



