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percolação: proBlemas 
fáceis de eNuNciar e  
difíceis de resolver!

Bernardo n. B. de Lima, Maria eulália Vares

 se procurarmos nos principais dicionários da lín-
gua portuguesa, o termo percolação é sinônimo de 
lixiviação, que é o movimento de fluido em meio 
poroso, com o fluido extraindo substâncias solú-
veis do meio por onde “percola”. Por exemplo, cer-

tamente já escutamos que as águas subterrâneas percolam no solo e 
entre as fraturas e fendas das rochas. Outro exemplo muito impor-
tante para nós matemáticos é o café: ao prepará-lo, a água percola 
através de um meio poroso, o pó de café, extraindo substâncias 
deste meio, o que é facilmente observado devido às mudanças de 
cor, odor e sabor do fluido.

Motivados por um problema aplicado – desenvolver um mo-
delo probabilístico de máscaras de gás para trabalhadores de minas 
de carvão –, S. R. Broadbent e J. M. Hammersley, em 1957 [2], 
introduziram o modelo de percolação como o conhecemos em ma-
temática. O meio poroso será um grafo  = ( , ) formado por um 
conjunto  de vértices e um conjunto  de elos, que são as ligações 
conectando pares de vértices. Uma imagem que podemos ter em 
mente é a de uma rede de canos (elos) como a que distribui água 
em nossas cidades. De um ponto de vista mais formal, o grafo mais 
utilizado é a rede hipercúbica d-dimensional, 𝕃d, cujos vértices são 
os pontos do espaço euclidiano d-dimensional com coordenadas 
inteiras e os elos unem dois vértices que diferem em apenas uma 
coordenada por uma unidade.

O caráter aleatório do modelo se manifesta atribuindo-se a cada 
elo o estado aberto ou fechado para a passagem do fluido. Em termos 
precisos, além do grafo temos um parâmetro, p, um número real no 
intervalo [0,1] que denota a probabilidade de cada elo estar aberto. 
O modelo de percolação de Bernoulli com parâmetro p é aquele em 
que cada elo está aberto com probabilidade p, fechado com probabi-
lidade 1 − p, e os estados aberto e fechado para cada elo são variáveis 
aleatórias independentes. Em “matematiquês” o modelo é descrito 
pelo espaço de probabilidade (Ω, 𝒜, ℙp ), onde Ω = {0, 1}𝔼, o espaço 
amostral, é o conjunto com todas as configurações possíveis para os 
estados aberto (ou 1) e fechado (ou 0) dos elos; 𝒜 é a 𝜎-álgebra ge-
rada pelos eventos cilíndricos de Ω e ℙp  é a medida de probabilidade 
subjacente – o subíndice p é para enfatizar que o estado de cada elo 
é 1 ou aberto com probabilidade p.

Dados dois vértices x, y ∈ 𝕍, dizemos que eles estão conectados 
em uma configuração 𝜔 ∈ Ω se existe um caminho de elos abertos 
em ω conectando os vértices x e y. Utilizaremos a notação (x ↔y) 
para denotar o conjunto de tais configurações. Recorrendo à me-

táfora do fluido em meio poroso, em que o fluido penetra todos os 
elos abertos que encontra pela frente, dizer que x e y estão conectados 
quer dizer que se injetarmos fluido sob pressão no vértice x o vértice y 
ficará molhado. Dado um vértice x  ∈ 𝕍 e uma configuração de elos 
abertos e fechados 𝜔 ∈ Ω, definimos o aglomerado de x na configu-
ção ω, Cx(𝜔), como o conjunto dos vértices conectados a x por um 
caminho de elos abertos na configuração 𝜔, isto é, os vértices que 
ficarão molhados ao introduzirmos o fluido em x; dito de modo mais 
preciso, Cx(𝜔) = {y ∈ 𝕍; x ↔ y in 𝜔}. Em grafos transitivos, como a 
rede hipercúbica d-dimensional 𝕃d, Cx é um conjunto aleatório cuja 
distribuição é a mesma para todo vértice x; desse modo, sem perda de 
generalidade podemos nos fixar em um vértice como a origem e de-
notaremos simplesmente por C o aglomerado da origem. Podemos 
pensar em 𝜔 como um subgrafo aleatório de 𝕃d, neste caso Cx(𝜔) 
seria a componente conexa de 𝜔 que contém o vértice x. A Figura 1 
ilustra o modelo de percolação na rede quadrada.

A primeira pergunta que fazemos é sobre o tamanho do aglomerado 
C. Observe que seu número de vértices é um número natural, mas pode 
também ser infinito; logo, é natural surgir a pergunta: qual a proba-
bilidade do aglomerado da origem ser infinito? Ou seja, para a vari-
ável aleatória C : Ω→ℕ∪{∞}, quanto vale  ℙp  {𝜔 ∈ Ω; #C(𝜔) = ∞}? 
Utilizaremos a notação mais curta (0 ↔ ∞) para denotar o evento 
{𝜔 ∈ Ω; #C(𝜔) = ∞}. Deste modo é natural definir a função 𝛳(p), 
a probabilidade de percolação, como:

Como definida acima, a função 𝛳(p) indica a probabilidade do 
aglomerado da origem ter tamanho infinito quando cada elo está 
aberto com probabilidade p. Podemos observar imediatamente que 
𝛳(0) = 0 e 𝛳(1) = 1; além disso, é intuitivo acreditar que a função 
𝛳(p) seja monótona não decrescente em p. Esta última afirmação é 
verdadeira e sua demonstração pode ser vista no Capítulo 1 de [8], 
que é um texto clássico de percolação e referência básica para todos 
aqueles que queiram se iniciar ou aprofundar seus conhecimentos 
sobre o assunto.

Dada a monotonicidade da função 𝛳(p), é natural definirmos o 
ponto crítico do modelo, pc , como aquele valor de p em que a função 
𝛳 deixa de ser zero, isto é, pc = sup{p ∈ [0, 1]; 𝛳(p) = 0}. Obser-
ve que o ponto crítico é uma característica do grafo; portanto, se 
considerarmos nosso grafo como a rede hipercúbica d-dimensional, 
temos que o ponto crítico é função da dimensão d. Deixamos como 
exercício para o leitor verificar que para d  = 1 temos que pc = 1. 
O resultado abaixo, provado por Broadbent e Hammersley em [2], 
pode ser considerado um marco na teoria matemática da percolação:

Teorema 1 Considere um modelo de percolação de Bernoulli na rede 
hipercúbica d-dimensional com d ≥ 2. Então existe pc = pc (d ) ∈ (0, 
1) tal que: 
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O teorema acima nos diz que há duas regiões bem distintas do 
intervalo [0,1]. O intervalo [0, pc ) é a fase subcrítica onde a pro-
babilidade da origem percolar é zero e o intervalo ( pc , 1], a fase 
supercrítica, onde a probabilidade da origem percolar é estritamente 
positiva. O teorema nada diz sobre o que ocorre no ponto crítico.

Quando d = 2 foi provado por H. Kesten [11] que pc = ½. De 
fato a prova deu-se em duas partes e passaram-se vinte anos entre am-
bas: em [10] T. Harris provou que 𝛳(½) = 0 (em particular pc ≥ ½). 
Em dimensões altas, d ≥ 19, T. Hara e G. Slade [9] provaram, utili-
zando a técnica conhecida com expansão em laços, que a probabili-
dade de percolação no ponto crítico também é zero. Acredita-se que 
o mesmo seja válido para todo d ≥ 2. Determinar se 𝛳(pc(d )) = 0 
para 3 � d � 18 é um problema ainda em aberto e certamente um 
dos problemas mais importantes da probabilidade atual.

Na discussão acima, os estados de elos distintos (aberto ou fecha-
do) representam variáveis aleatórias independentes. A consideração 
de uma classe importante de medidas mais gerais liga percolação a 
modelos oriundos da mecânica estatística. O exemplo mais básico 
corresponde ao clássico modelo de Ising na rede quadrada (estende-
se a outros grafos e aos chamados modelos de Potts). Daqui até o 
final desta seção, este será sempre o nosso grafo, 𝕃2. No modelo de 
Ising atribui-se a cada vértice x uma variável aleatória 𝜎x que pode 
tomar dois valores, +1 ou −1, simulando duas possíveis orientações 
de um spin. Tomando-se uma caixa finita Λ = [−L, L] × [−L, L] em 
𝕃2 considera-se uma função energia que favorece o alinhamento 
de spins: um elo entre vizinhos com mesmo spin contribui com −1 
para a energia; caso contrário, contribui com +1. A energia HΛ(𝜎) 
fica então 2n(𝜎)−NΛ, onde n(𝜎) é o número de elos que conectam 
vértices com spins distintos e NΛ é uma constante, simplesmente o 
número total de elos no grafo restrito a Λ (irrelevante na definição 
abaixo). Define-se uma medida de probabilidade no conjunto de 
todas as configurações de spins na caixa Λ 

onde 𝛽 > 0 representa o inverso da temperatura e Z(𝛽, Λ) é a cons-
tante de normalização para que os pesos somem 1. Note que valores 
grandes de 𝛽 (baixas temperaturas) favorecem as configurações de 
menor energia, ao passo que para valores altos da temperatura (𝛽
pequeno), a entropia tem um papel mais importante, fazendo com 
que a medida tenda a ficar mais próxima de uma medida uniforme 
no conjunto de todas as configurações. Esse jogo entre energia e en-
tropia determina a existência de uma temperatura crítica, que pode 
ser caracterizada da seguinte forma no caso do modelo de Ising: 

coloca-se uma condição externa constante e.g. toma-se 𝜎x=+1 para 
todo x na fronteira da caixa Λ e seja 𝜇Λ

+ a medida assim obtida. Existe 
um valor crítico 𝛽c  tal que o valor médio de 𝜎0 na origem tende a 
zero quando L tende a infinito se 𝛽 < 𝛽c , e tende a um valor positivo 
m+ (𝛽) se 𝛽 > 𝛽c . Em outras palavras, existe uma memória de longo 
alcance (o spin na origem lembra o que há na fronteira cada vez mais 
distante) abaixo da temperatura crítica. Uma versão disto se aplica 
também quando 𝜎x toma valores em {1, 2, …, q}, q ≥ 2 inteiro, o 
que é conhecido como modelo de Potts.

A transição de fase no modelo de Ising também pode ser formu-
lada ignorando condições externas, mas acrescentando um termo 
do tipo h Ʃ 𝜎x à energia, onde h representa um campo magnético e 
a soma é sobre x ∈ Λ. Da mesma forma, quando a temperatura 1/ 𝛽 
estiver abaixo de 1/ 𝛽c  observa-se uma “magnetização espontânea”, 
ou seja, o valor médio do spin na origem no limite L → ∞ é uma 
função m(𝛽,h) que tende a m+(𝛽) (−m+(𝛽)) quando h tende a zero 
por valores positivos (negativos, respectivamente). A existência de 𝛽c 
(finito e positivo) foi inicialmente obtida por R. Peierls [15], sendo 
que L. Onsager [14] determinou o valor exato para o modelo de 
Ising. Onsager provou ademais que na temperatura crítica o valor 
médio, sob 𝜇Λ

+, do spin na origem tende a zero quando o volume 
cresce, i.e. L → ∞. Isto sem dúvida nos remete ao resultado de Har-
ris-Kesten, e seria natural buscar pela relação entre os dois. Para isso 
precisamos olhar os modelos de forma mais geral.

C. M. Fortuin e P. W. Kasteleyn [6] introduziram, no final dos 
anos 1960, uma classe de medidas de percolação que generalizam 
as medidas ℙp  consideradas anteriormente. Dependem de dois pa-
râmetros: p como antes e q ∈ (0, +∞). Para p, q fixados, e restrita a 
um volume finito Λ a probabilidade de uma configuração de elos 𝜔 
∈ {0, 1}𝔼(Λ) é dada por 

onde a(𝜔) (f (𝜔)) representa o número de elos abertos (fechados), 
c (𝜔) representa o número de aglomerados (ou componentes cone-
xas) de 𝜔, e Z = Z (Λ, p, q) é novamente a constante de normaliza-
ção. O parâmetro q introduz uma dependência de longo alcance. 
Consideraremos apenas o caso q ≥ 1. Quando q = 1 temos sim-
plesmente ℙp .

Se q = 2 e p = 1 − e −𝛽 podemos associar uma configuração de 
spins atribuindo o mesmo spin 𝜎x para todos os vértices x em cada 
dado aglomerado de 𝜔, com probabilidade 1/2 e independente ao 
variarmos os aglomerados. Com isto recupera-se o modelo de Ising 
nos spins [5]. Para considerar condições externas constantes nos 
spins, podemos pensar que todos os elos com pelo menos um vértice 
fora de Λ estejam abertos e nesta componente infinita os spins sejam 
todos iguais à condição externa (+1 ou −1). Em 𝕃2, estendendo a 
notação acima, tem-se ainda 𝛳(pc(2), 2) = 0, o que corresponde 
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à unicidade da medida na temperatura crítica, como provada por 
Onsager; o valor pc(q) = 

1+√q  determina a temperatura crítica para 
o modelo de Potts em 𝕃2. A relação entre a percolação de Fortuin- 
Kasteleyn e o correspondente modelo de spins (Ising/Potts) tem sido 
muito explorada em pesquisa recente, especialmente no caso planar, 
com resultados importantes, confi rmando outra conjectura famosa, 
devida a R.J. Baxter: 𝛳(pc(q); q) = 0 vale para q ≤ 4 ([3] e referên-
cias) ao passo que para q >  4 a transição de fase é descontínua, i.e. 
𝛳(pc(q), q) >  0 [4]. Conjectura-se resultado análogo para dimensões 
maiores, com uma função Q(d) no lugar de q = 4 acima.

pERCOLAçãO EM OuTRAS quESTõES Diremos que um par (𝜂, 𝜉) de 
sequências binárias 𝜂 = (𝜂1, 𝜂2, ...) e 𝜉 = (𝜉1, 𝜉2, ... ) é compatível se 
for possível extrair uns de 𝜂 e zeros de 𝜉 de modo que sobrem duas 
sequências infi nitas idênticas. Fácil dar exemplos de pares compa-
tíveis bem como de pares incompatíveis: 𝜂 = 1 fi ca evidentemente 
compatível com qualquer sequência 𝜉 que tiver infi nitos uns. Mo-
tivado por questões oriundas de agendamento em computação, P. 
Winkler [16] formulou o seguinte problema: supondo que 𝜂n e 𝜉m 
sejam todas variáveis aleatórias independentes, sendo que 𝜂n (𝜉n) 
vale 1 com probabilidade q (p) e vale 0 com probabilidade 1 − q (1 
− p, respectivamente), podemos encontrar 0 <  q, p <  1 de modo que 
o par seja compatível com probabilidade positiva? Trata-se pois da 
medida de probabilidade ℙq  × ℙp  em {0, 1}ℕ x {0, 1}ℕ e pergunta-se 
se o conjunto dos pares compatíveis (𝜂, 𝜉) tem probabilidade positi-
va. Espera-se uma resposta afi rmativa se q próximo a 1 e p próximo 
a zero. Isto foi provado em [7] e [1].

Cabe perguntar se podemos construir uma sequência 𝜂 com 
densidade positiva de zeros, e que seja compatível com um conjunto 
de probabilidade positiva para ℙp  (o que chamamos p-compatível). 
Uma resposta abstrata decorre do resultado acima (pelo teorema de 
Fubini), mas ainda cabe perguntar se podemos construir uma tal 
sequência explicitamente. Uma resposta parcial foi dada em [13], 
onde se constrói uma sequência com muitos zeros em um sentido 
mais fraco (dimensão de Hausdorff ) que é p-compatível. Interessa 
salientar aqui que o problema pode ser visto como uma questão de 
percolação, ou seja, a existência de um caminho infi nito aberto, a 
partir de um dado vértice. Há duas diferenças fundamentais em 
relação ao que tratamos antes: (i) mais natural pensar que agora são 
os vértices (em vez dos elos) que podem estar abertos ou fechados, 
e ademais os caminhos devem agora ser orientados em algum sen-
tido, pois precisamos percorrer as sequências na ordem dada; (ii) as 
variáveis em uma mesma coluna são extremanente dependentes, em 
contraste com o exemplo discutido inicialmente. De fato a constru-
ção é feita em 𝕍 = {0, 1, 2 ...}2, após convenientemente utilizar uma 
transformação, 𝜂� , 𝜉�, das sequências binárias 𝜂, 𝜉 que supomos terem 
infi nitos zeros e infi nitos uns. As coordenadas de 𝜂�  e 𝜉�  são os sucessi-
vos comprimentos das fi las de uns entre dois zeros sucessivos em 𝜂, 
𝜉. Um vértice (u,v) será declarado aberto se 𝜂� u ≥ 𝜉� v, de onde vemos 
a dependência em cada coluna. A Figura 2 ilustra com simulações 
correspondentes a (𝜂, 𝜉) Bernoulli.

Há várias questões envolvendo sequências aleatórias que podem 
ser colocadas dessa forma. Não vamos entrar nos detalhes do exem-
plo. O que pudemos fazer com este método foi: para cada 𝜖 >  0 
construímos uma sequência 𝜂𝜖 cujo conjunto de zeros é um fractal 
de dimensão de Hausdorff pelo menos 1− 𝜖 e para o qual podemos 
tomar p𝜖 >  0 de modo que 𝜂𝜖 será p-compatível, para todo p >  p𝜖.

figura 1. Simulação. percolação Bernoulli (p=0.55). (Cortesia 

Lucas V argas)

figura 2. Simulação. percolação em compatibilidade. (Cortesia 

Lionel L evine)
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formação de professores 
de matemática: para uma 
aBordagem proBlematizada

Victor Giraldo [1]

iNTROduçãO: A RupTuRA ENTRE uNiVERSidAdE E ESCOLA NA fOR-
MAçãO dE pROfESSORES dE MATEMáTiCA Há mais um século, o 
matemático alemão Felix Klein denunciava, em sua célebre obra 
Matemática elementar de um ponto de vista superior [2] (editada pela 
primeira vez em 1908), uma alienação entre a formação universitária 
de professores de matemática e a prática de sala de aula da escola 
básica. O autor identifica essa ruptura como uma dupla desconti-
nuidade: por um lado, quando os estudantes ingressam nos cursos 
universitários de formação de professores, poucas relações são esta-
belecidas entre a matemática com que passam a ter contato e aquela 
anteriormente aprendida por eles como alunos da escola básica; 
e por outro lado, quando concluem esses cursos e iniciam a vida 
profissional, poucas relações são estabelecidas entre a matemática 
aprendida durante a graduação e aquela que passa a ser demandada 
pela prática de sala de aula da escola básica. Assim, é como se, ao 
ingressar na universidade, o futuro professor devesse “esquecer” 
toda a matemática que aprendeu até então na escola básica; e ao 
terminar a graduação, o professor devesse novamente “esquecer” 
toda a matemática ali aprendida para se iniciar na carreira docente. 
Em consequência, o curso universitário pode ter um efeito essen-
cialmente inócuo na formação do professor.

A ruptura denunciada por Klein não é particular de seu tempo 
ou de seu contexto social, e tem paralelos com resultados de pesqui-
sas mais recentes em educação matemática. Por exemplo, a pesqui-
sadora estadunidense Deborah Ball, em sua tese de doutorado [3], 
identifica e desafia três suposições que, segundo a autora, permea-
vam tacitamente as concepções dos cursos universitários de forma-
ção de professores de matemática nos EUA à época: (i) os tópicos 
da matemática escolar são simples e comumente entendidos; (ii) 
portanto, esses tópicos não precisam ser reaprendidos pelos futuros 
professores na universidade; (iii) o conhecimento de matemática de 
nível universitário será suficiente para equipar os futuros professores 
com um entendimento amplo e profundo da matemática escolar, 
suficiente para o ensino da disciplina na educação básica.

Nesse estudo, Ball propôs problemas típicos da matemática es-
colar a um grupo de estudantes universitários que estavam se prepa-
rando para se tornar professores da educação básica. Por exemplo, 
foi pedido aos estudantes que formulassem um contexto para o ensino 
de uma divisão por ½ (isto é, para abordar a divisão por frações). 
Apenas 5 dentre 28 participantes do estudo forneceram respostas 
consideradas apropriadas. Os demais estudantes apresentaram res-
postas incorretas (em geral, confundindo divisão por ½ com divisão 
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