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Uma introducao a matematica e
a fisica das escalas musicais

Por Marcos Pimenta e Rafael L. Pimenta

Resumo

Neste texto, explicitaremos as relacdes matematicas — razées simples entre frequéncias sonoras
— que estruturam as escalas musicais, mostrando que diferentes sistemas escalares e de afinacdo
decorrem de distintas combinacdes dessas razdes. Inicialmente, demonstramos o vinculo entre
intervalos simples — como a oitava (2/1), a quinta justa (3/2) e a quarta justa (4/3) — e a série har-
monica de uma corda em vibracdo. Em seguida, mostramos como a escola pitagérica construiu
escalas por meio da aplicacdo sucessiva de quintas, gerando intervalos baseados apenas nas ra-
zbes de 3/2 e 4/3, e como a escala justa, associada a Ptolomeu, incorporou também a razdo 5/4
para a terca maior, produzindo maior consonancia em uma tonalidade especifica, mas restringin-
do sua transposicdo. Demonstramos que o problema da modulacdo entre tonalidades levou ao
desenvolvimento do temperamento igual ou da escala temperada, no qual a oitava é dividida em
doze razdes intervalares exatamente iguais (), permitindo a execu¢do de uma dada melodia em
qualquer tom, sendo a escala temperada uma conciliacdo entre simplicidade matemética e flexi-
bilidade musical. Por fim, argumentamos que, embora as no¢des de consonéancia e dissonancia
estejam relacionadas a matematica das razoes intervalares, sua valorizacdo varia historicamente,
evidenciando que a organizacao da escala musical resulta da interacdo entre principios fisicos e
escolhas culturais.

Palavras-chave: Escalas musicais; Razbes intervalares; Temperamento igual; Série harménica
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Introducao

Uma escala musical é
uma sequéncia de notas com
relagdes intervalares especifi-
cas. O parametro sonoro que
varia de uma nota a outra ¢ a
frequéncia — o que se diferen-
cia quando distinguimos um
som agudo de um som grave.
Especulativamente, podemos
conceber diversos conjuntos
arbitrérios de notas e nada
nos impede de utilizarmos es-
calas de quatro ou nove sons
em uma composi¢cao musical.
Nas culturas musicais ao redor
do mundo, entretanto, é mais
comum encontrarmos escalas
de cinco e sete sons. Ha tra-
digdes com grande repertério
de melodias em escalas pen-
tatdnicas — como a japonesa, a
balinesa, a etiope ou do povo
Aka da Africa-Central, a titulo
de exemplo — e é inegével a
predominancia, mundo afora,
das escalas heptaténicas (em-
bora também ndo sejam raras
escalas hexatbnicas, encon-
tradigas entre amerindios, por
exemplo).

Escalas de cinco e sete
sons sdo bastante antigas. Em
2009, na Alemanha, arquedlo-
gos encontraram restos de uma
flauta de osso de abutre data-
da de 35 mil anos atras — o ins-
trumento mais antigo de que
se tem registro. Na reconstitui-
cado do artefato, os pesquisa-
dores identificaram a existén-
cia de cinco furos, tendo sido
ele projetado, portanto, para
a producdo de uma pentato-
nica.l”  Ademais, escavacoes
realizadas entre as décadas de
1950 e 1970, na antiga cidade
de Ugarite (atual Ras Shamra,
na Siria), revelaram um corpo
de canc¢des Hurritas (povo me-
sopotamico) datado de cerca

“Uma escala musical
é uma sequéncia
de notas com
relacOes intervalares
especificas.”

de 1400 anos A.C., em escalas
heptatonicas.?.

Pentatonicas ou heptato-
nicas, essas escalas podem ter
estruturas intervalares diferen-
tes. Enfoquemos aquela que,
no Brasil e nos dias de hoje,
nos é mais familiar. Na Figura
1 estd representada a escala
musical que encontramos na
maioria dos instrumentos mu-
sicais modernos, que é com-
posta por doze notas musicais:
as sete notas Do, Ré, Mi, F3a,
Sol, La e Si, que correspondem
as teclas brancas do piano, e
as cinco notas intermediarias
— sustenidos (#) e bemdis (b) —
e que correspondem as teclas
pretas do piano.

Acima do Si, hd um ou-
tro D6 de frequéncia mais alta,
e o intervalo musical entre as
duas notas de mesmo nome
era chamado, na teoria musical
da Grécia antiga, diapaséo.[3]
Na teoria da musica ociden-
tal, dizemos que este outro D6

Quinta justa
Quarta justa
B Ta el maiar N
I
Da# R @
{ou Ré b) {ou Mi b)
Dd Riés Mi Fé

Fonte: Producéo do autor
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estd a uma oitava acima do
Do original, por conta da pre-
valéncia da organizagcdo dos
padroes meldédicos em sete
notas — mesmo em contextos
em que, por transposicao (re-
producdo do mesmo padréo
intervalar a partir de notas di-
ferentes), as dozes notas sdo
utilizadas. Embora a estrutu-
ra heptatonica seja ubiqua no
mundo, h& culturas que divi-
dem o intervalo diapasdao em
mais de 12 partes — como é
o caso da arabe (que o divide
em 17 partes), da musica india-
na (que o divide em 22 partes)
ou da musica turca (em até 53
partes).! Na musica cldssica in-
diana, embora a base de suas
ragas (termo que designa algo
entre melodia e escala) seja de
sete notas — e o nome que dédo
as notas nos permite constatar
isso (Sa, Re, Ga, Ma, Pa, Dha
e Ni) — ha ainda 15 srutis ou
graus de variacdo (ornamenta-
¢do) que sao decodificados na
teoria e na pratica musical.

No sistema ocidental, a
escala de 12 notas — a escala
cromatica, que abarca as notas
brancas e pretas do piano — é
dividida em 12 semitons, sen-
do um semitom (S) o intervalo
entre, por exemplo, um D6 e
um Doé#, como mostrado na

Fa #
{ou Solb)

3ol # L &
{ou La b} [ow 51 k)

Sol (] 5

Figura 1. Escala composta por doze notas musicais: as

sete notas D6, Ré, Mi, Fa, Sol, La e Si, e as cinco notas
intermediarias, sustenidos (#) e bemais (b). Na parte do alto
estao representados os intervalos de terca maior, quarta justa e

quinta justa
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Figura 1. Dois semitons corres-
pondem a um tom (T), como
no caso do intervalo entre um
D6 e um Ré — e com esses dois
intervalos (tons e semitons) po-
demos soletrar a estrutura da
escala maior (a escala das no-
tas brancas do piano), de sete
sons, a partirde D6: T-T-S -
T-T-T-S. O intervalo entre
um D6 e um Mi (terceira nota
da escala) é chamado de terca
maior, o intervalo entre um D&
e um Fa (quarta nota dessa es-
cala) é chamado de quarta jus-
ta e o intervalo entre um D6 e
um Sol (quinta nota) é chama-
do de quinta justa. Estes trés
intervalos estdo mostrados na
parte do alto da Figura 1.

Da Renascenca aos dias
de hoje — e em escala global,
jd que a cultura europeia se
difundiu pelos cinco continen-
tes — é muito provavel que a
escala maior tenha sido aque-
la mais empregada no reper-
tério musical. Com base na
escala maior, foi elaborada a
maior parte das melodias fa-
miliares a um brasileiro, por
exemplo — das cang¢des infantis
(e.g. Ciranda cirandinha; Boi
da cara preta), passando pelo
repertério da musica classica
europeia (e.g. Ode a alegria,

“Os intervalos
musicais e suas
respectivas
razoes numeéricas
sdo facilmente
percebidos quando
tocamos e ouvimos
os harmonicos na
corda de um violao
em vibracdo.”

de Beethoven; Prelddio em C
Maior de Bach), chegando no
choro e no samba (e.g. O mun-
do é um moinho, de Cartola; 1
x 0, de Pixinguinha).

Neste texto, vamos dis-
cutir as relacdes entre os in-
tervalos da escala musical
com os numeros. Para tanto,
é preciso introduzir aqui o
conceito de temperamento,
que, de maneira simplificada,
é a maneira de se "afinar” as
notas — e, portanto, as escalas
— de um instrumento. Em que
pese esse seja um tema que,
contemporaneamente, preo-
cupe um numero reduzido
de musicos, tedricos da mu-
sica e fisicos — dado que um
mesmo padrao de afinacdo
é hoje adotado globalmente
pelos musicos e pela indus-
tria dos instrumentos musi-
cais —, o fato de uma mesma
escala poder ser afinada de
maneiras distintas ensejou,
historicamente, muitos de-
bates e modelos de tempe-
ramento alternativos. A titulo
de exemplo, O Cravo Bem
Temperado (1720), de Johann
Sebastian Bach, obra de enor-
me importancia para a musica
ocidental, composta por 24
prelidios e 24 fugas — uma
para cada tonalidade (12 em
escala maior e 12 em escala
menor, de D6 a Si) — carrega
em seu titulo a proposta de
um temperamento adequado
a transposicdo da mesma es-
cala a diferentes tonalidades.
O temperamento bachiano, a
maneira como O compositor
afinava seus cravos e clavicér-
dios, embora eficiente para
que as qualidades intervala-
res da escala maior fossem
razoavelmente mantidas em
todos os 12 tons, apresenta-
va diferencas em relacdo ao
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temperamento que se torna-
ra hegeménico a partir dos
séculos XVIII e XIX.

A seguir, mostraremos
que fragdes de numeros intei-
ros pequenos levam ao chama-
do temperamento justo, que
é préximo daquele que usa-
mos hoje em dia - o tempe-
ramento igual — mas que tem
uma tonalidade predominan-
te. Apresentaremos algumas
questdes que matematicos da
Grécia antiga confrontaram na
afinacdo de uma escala, ofe-
recendo ao leitor o vislumbre
dos variados modelos possi-
veis de temperamento que fo-
ram propostos da antiguidade
a modernidade. Finalmente,
mostraremos como é construi-
da a escala temperada, aque-
la verificada nos instrumentos
nos dias de hoje, com a qual
uma musica pode ser tocada,
preservando-se as mesmas re-
lagbes intervalares, em qual-
quer tonalidade.

Os Harmonicos
de um violao

Um violdo é um instru-
mento que nos permite realizar
experiéncias bastante simples
visando entender a relacdo en-
tre os sons da escala musical e
os numeros. Ele é constituido
de 6 cordas tensionadas entre
duas extremidades. A tensdo
na corda pode ser variada gi-
rando-se a tarraxa na extre-
midade do braco do violdo,
alterando-se, assim, a nota mu-
sical. As cordas tém diferentes
didametros e sao formadas por
diferentes materiais — como
nylon e aco - e, assim, sub-
metidas a tensdes diferentes e
com didmetros distintos, cada
uma soa uma nota musical
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diferente. A parte da frente do
brago do violdo é dividida por
barrinhas de aco encrustadas
na madeira, que sdo chamadas
de trastes. A superficie de ma-
deira onde estao acoplados os
trastes é chamada espelho.

Os intervalos musicais e
suas respectivas razdes nume-
ricas sao facilmente percebidos
quando tocamos e ouvimos os
harménicos na corda de um
violdo em vibragcdo. Os harmo-
nicos de vibragdo de uma cor-
da tensionada sdo as maneiras
com que ela pode vibrar quan-
do tocada (as primeiras sete
maneiras sdo mostradas na
Figura 2). O primeiro modo de
vibracdo, aquele do harménico
(ou modo) fundamental, esté
no alto da figura; ele apresen-
ta um maximo — chamado de
ventre — bem no meio da corda
e sO apresenta pontos parados
(chamados de nds) nas duas

- -
- T — — —
" e < .
A S _« >
< S o o o

Fonte: Producao do autor

extremidades. O segundo har-
monico, logo abaixo do funda-
mental, apresenta um ponto
parado (né) bem no meio da
corda. O terceiro harmodnico
apresenta dois nés em 1/3 e
2/3 do comprimento da cor-
da, o quarto harmoénico apre-
senta trés nds em 1/4, 2/4, 3/4
do seu comprimento, e assim
por diante para os harmonicos
de ordem mais alta. Quando a
corda do violdo é tocada, em-
bora o harmdnico fundamen-
tal seja preponderante, todos
os harmonicos de ordem mais
alta estdao também presentes
na vibracdo.

Tendo em vista as posi-
coes de seus nds, o segundo
harmoénico pode ser ouvido
quando, ao se colocar a corda
em vibracdo, pousamos leve-
mente o dedo na corda sobre
seu 12° traste, sem que ela
encoste no traste, deixando-a

— Harménico fundamental
:_- h - Segundo harmdnico
__ i > Terceiro harménico
- H‘ Quarto harmbnico
______ > Quinto harménico
}‘3' B :;“' Saxto harmdnico

> Sétimo harmdnico

Figura 2. Maneiras possiveis com que uma corda pode vibrar.
O harménico fundamental esta representado no alto da figura.
Abaixo dele, vém o segundo, terceiro, quarto, quinto, sexto e
sétimo harmonicos, com pontos parados (nés) em 1/2, 1/3, 1/4,
1/5, 1/6 e 1/7 do comprimento, respectivamente.
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solta para vibrar inteira. O 12°
traste corresponde a metade
(1/2) do comprimento da corda
(a metade da distancia entre o
rastilho e o cavalete). O leve
apoio do dedo no meio da
corda ird abafar o modo fun-
damental, que tem um ventre
de vibracdo neste ponto, e ird
fazer com que soe de manei-
ra mais ressaltada o segundo
harménico, que tem um nd no
meio da corda. De forma ge-
ral, o harmdnico de ordem n é
ouvido quando a corda é leve-
mente abafada em 1/n do seu
comprimento, ja que ele terd
um né nesta posigao. O ter-
ceiro harmoénico de vibragao é
ouvido ao se apoiar o dedo le-
vemente sobre a corda na po-
sicdo do 7° traste, que corres-
ponde a 1/3 do comprimento
da corda em vibragdo. O quar-
to, quinto e sexto harmdnicos
sdo ouvidos apoiando-se o
dedo levemente sobre a cor-
da na posi¢do do 5° traste (1/4
da corda), do 4° traste (1/5 da
corda), e do 3° traste (1/6 da
corda), respectivamente. Esses
harmdnicos sdo mais facilmen-
te ouvidos quando tocamos
na corda mais grave do violdo.
Experimente tocar os harmoni-
cos em um violdo atentando-
-se a como eles soam diferen-
tes notas musicais. Tente achar
as posicbes em que a corda
deve ser apoiada para que se-
jam ouvidos o sétimo, oitavo e
nono harmonicos.

Como  mostrado na
Figura 2, o comprimento de
onda do harménico de ordem
n (n-ésimo harmoénico) é n ve-
zes menor do que compri-
mento de onda do harménico
fundamental. A fisica mostra
que o comprimento de onda
e a frequéncia de vibracao
dos harménicos da corda do



Ciéncia&Cultura

violdo sdo inversamente pro-
porcionais, sendo a constan-
te de proporcionalidade dada
pela velocidade de propaga-
cdo da onda na corda. Quanto
menor for o comprimento de
onda, maior serd a frequén-
cia. Podemos entdo concluir
que a frequéncia de vibracao
do n-ésimo harmonico é n ve-
zes maior do que a frequéncia
do harménico fundamental. A
frequéncia do segundo harmoé-
nico é o dobro da frequéncia
do harmdnico fundamental, a
frequéncia do terceiro harmoé-
nico sera o triplo da frequéncia
do harmodnico fundamental, e
assim por diante. Esta rela-
cdo de numeros inteiros entre
as frequéncias dos diferentes
modos de vibracdo justifica a
escolha da designacdo de har-
monicos para as vibragdes da
corda, por demostrar uma har-
monia na natureza.

Vamos agora comparar o
intervalo dos sons entre o har-
ménico fundamental e o segun-
do harmoénico. Constatamos
que o segundo harmdnico
corresponde a mesma nota
do harménico fundamental,
porém numa oitava acima. Se
a fundamental for um D&6-1, o
segundo harménico serda um
D6-2 da proxima escala. O
intervalo musical entre estas
duas notas é o que os gregos
chamavam de diapasdo, ou
o que chamamos de uma oi-
tava na tradicdo ocidental. A
relacdo de frequéncias entre
o segundo harmonico e o fun-
damental é de 2/1. A mesma
relacdo vale para o intervalo
entre as frequéncias do quarto
harmonico e do segundo har-
monico (4/2 = 2/1). Podemos
ouvir o quarto harmdnico
apoiando o dedo sobre o 5°
traste, que corresponde a 1/4

do comprimento da corda. A
frequéncia da nota do quarto
harmonico serd 4 vezes maior
do que a frequéncia do modo
fundamental, e soard como um
D6-3, duas oitavas acima do
Do6-1. A frequéncia do oitavo
harm&nico soard como um Do-
4, trés oitavas acima do Do-1.
O terceiro harmdnico é
obtido abafando levemente a
corda na posicao do 7° traste
do violdo, que corresponde
a 1/3 do seu comprimento. A
frequéncia de vibracao do ter-
ceiro harménico da corda sera
3 vezes a frequéncia do harmo-
nico fundamental e, portanto,
3/2 vezes a frequéncia do se-
gundo harmonico. A vibragdo
da corda no terceiro harmoni-
CO soard como uma outra nota
musical. Tocando o segundo
harmonico e o terceiro harmo-
nico, ouviremos um intervalo
de uma quinta justa. Se o se-
gundo harmoénico for um Dé-2,
o terceiro harménico serd um
Sol-2. Arazao entre as frequén-
cias do terceiro e do segundo
harmonicos é igual a 3/2, e
esta é a fragdo que associamos
a qualquer intervalo de quin-
ta justa. Partindo de uma nota
com determinada frequéncia,
obtém-se a frequéncia da nota
que esteja uma quinta justa aci-
ma multiplicando a frequéncia
da primeira por 3/2.
Continuando a busca so-
bre as relagbes entre fragbes de
numeros inteiros e intervalos
musicais, pode-se obter a nota
que estd a uma quinta justa
abaixo de uma nota inicial divi-
dindo a frequéncia da primeira
por 3/2 (ou seja, multiplicando
a frequéncia por 2/3). Como
mostrado na Figura 1, uma
quinta justa corresponde ao
intervalo de 7 semitons. Assim,
uma quinta justa abaixo do
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“Esta relacao de
numeros inteiros
entre as frequéncias
dos diferentes
modos de vibracao
justifica a escolha
da designacgao de
harmonicos para as
vibracdes da corda,
por demostrar
uma harmonia na
natureza.”

Do6-2 sera o Fa-1, que, por sua
vez, € uma quarta justa acima
do Dé-1. A frequéncia da nota
que estd a uma quinta abai-
xo do Do6-2 é obtida multipli-
cando 2 por 2/3, ou seja, 4/3.
Concluimos assim que a fragdo
4/3, que é a razdo entre as fre-
quéncias do Fa-1 e do Do-1,
estd associada ao intervalo de
uma quarta justa. O intervalo
de quarta justa pode ser escu-
tado tocando-se as notas do
terceiro e do quarto harméni-
cos, apoiando-se o dedo no
7° traste (1/3 do comprimento)
e no 5° traste (1/4 do compri-
mento), respectivamente.

Escalas pitagodricas

Pitdgoras de Samos viveu
no século quinto A.C. e, além
de formular o famoso teorema
sobre os lados de um triangu-
lo retangulo, se dedicou ao
estudo de vibracdes em obje-
tos que emitiam sons, como
cordas tensionadas, tubos e
garrafas de vidro contendo di-
ferentes quantidades de agua.
O trabalho sobre os sons e
vibracbes de Pitdgoras € um
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exemplo pioneiro de ciéncia
experimental feita na antigui-
dade.P! Ele criou uma escola
na cidade de Croton, no sul da
ltalia e, junto com seus discipu-
los, tratou matematicamente a
escala musical, baseando-se
no estudo de uma corda di-
vidida em duas, trés e quatro
partes. Eles nomearam o inter-
valo correspondente a fracao
3/2 como diapente (interva-
lo que na teoria musical con-
temporanea é a quinta justa)
e a fracdo 4/3 como diateres-
son (intervalo de quarta justa),
desenvolvendo escalas cujas
notas sdo obtidas a partir das
relacbes de quartas e quintas
justas. Matematicamente, o
procedimento pitagdrico para
gerar uma escala musical con-
siste em multiplicar valores de
frequéncia por 3/2 e por 4/3.
Para que os resultados fiquem
na mesma oitava, os valores
devem estar entre 1 e 2. Assim,
se o valor obtido na multiplica-
cao for maior que 2, a regra
é dividi-lo por 2, o que cor-
responde a jogar a nota para
a oitava de baixo. Diferentes
conjuntos de fragdes e tipos de
escalas musicais sdo obtidos se
considerarmos regras de apli-
cacbes de quintas e quartas
justas. A regra pode ser ape-
nas aplicagbes sucessivas de
quintas justas (multiplicar por
3/2), ou pode ser apenas apli-
cagbes sucessivas de quartas
justas (multiplicar por 4/3), ou
ainda regras que incluam tan-
to quartas justas como quintas
justas. Cada uma destas esco-
lhas levard a uma escala distin-
ta, correspondente a um dos
modos gregos, como veremos
adiante.

Como um exemplo, va-
mos construir a escala musical
considerando a regra de partir

dos intervalos de quarta justa e
quinta justa e gerar notas com
intervalos sucessivos de quintas
justas acima. Matematicamente
isto equivale a partir das fra-
coes 3/2 e 4/3, e multiplica-las
sucessivamente por 3/2, even-
tualmente dividindo por 2 se
a fracdo obtida for maior do
que 2. Por exemplo, a quinta
justa de uma quinta justa cor-
responde a multiplicagdo 3/2
x 3/2, que é igual a 9/4. Mas
como a fracdo 9/4 é maior do
que 2, precisamos dividi-la por
2, obtendo, assim, a fracao 9/8
que estd na oitava de baixo.
Essa fracdo estd associada ao
intervalo de 1 tom, também
chamado de segunda maior.
Se a corda estiver afinada em
Do, a nota Ré tera a frequéncia
9/8 vezes maior do que a fre-
quéncia do Dé. Continuando
o procedimento, vamos con-
siderar uma quinta justa aci-
ma de uma segunda maior, ou
seja, a multiplicagdo 3/2 x 9/8
= 27/16. Esta fracdo corres-
ponde a um intervalo de sexta
maior, e a nota soard como um
L&. Aplicando agora um inter-
valo de quinta justa sobre a fra-
cdo 27/16, chegamos agora a
27/16 x3/2=381/32. Como esta
é uma fragdo maior do que 2,
precisamos dividi-la por 2 para
chegarmos a uma nota dentro
da primeira oitava, obtendo en-
tdo a fracdo 81/64. Esta fracao
é associada ao intervalo de ter-
ca maior e a nota soard como

1 a8 5/4 473

e ‘ 1009 16715

Fonte: Producéao do autor
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um Mi. Finalmente, aplicando
o intervalo de uma quinta jus-
ta sobre a fracdo 81/64, chega-
mos a 3/2 x 81/64 = 243/128,
que corresponde a um intervalo
de sétima maior, sendo a fra-
cdo 243/128 associada a nota
Si. O conjunto de fragdes que
chegamos acima considerando
a regra de aplicacao de quintas
justas acima dé origem a escala
musical mostrada na Figura 3.

Dividindo a fracdo de
uma nota pela fracdo da nota
anterior, verificamos que elas
estdo separadas apenas por
dois diferentes intervalos de
frequéncias, que estao repre-
sentados pelas fracbes em ver-
melho na figura 3. Repare que
existe uma fracdo para o tom,
que é igual a 9/8, e a fracao
que corresponde a um semi-
tom é 256/243. Repare que o
intervalo de dois semitons, ou
seja, a multiplicacao (256/243)
x (256/243) = 1,110, é diferen-
te do intervalo de um tom, ou
seja, 9/8 = 1,125. Esta escala é
apropriada para tocar musicas
em determinadas tonalidades,
mas nao permite a transposi-
¢do, ou seja, a tocar a mesma
musica, mas num outro tom.

E uma caracteristica da
inteligéncia musical humana
distinguir frequéncias sonoras
e um musico treinado é capaz
de reconhecer intervalos mu-
sicais por reflexo, sem realizar
célculos mentalmente. Com
base nessa funcdo cognitiva

a2 513 15/8

B 1079

Figura 3. Escala musical pitagdrica, que foi obtida aplicando-se
intervalos de quintas justas nas fracoes 3/2 e 4/3.

a8 16115
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humana, a qualidade sonora de
uma escala esta calcada na se-
quéncia intervalar singular de
tons (T) e semitons (S) que lhe
é caracteristica (como T-T-S-T-T-
T-S da escala J6énica mostrada
na figura 3, por exemplo). A
partir daqui, é preciso ter-se
em mente também que essa
sequéncia depende da deter-
minacdo de uma nota como ini-
cial ou principal, a nota a qual
considerar-se-a o 1° grau da
escala (a tonica). Nessa opera-
cdo de eleicdo de uma tdnica,
sequéncias de notas sao “hie-
rarquizadas”, pois a uma delas
é atribuida uma centralidade
referencial, enquanto as de-
mais passam a ter qualidades
relativas, vinculadas as suas
distancias da tonica. Observe-
se, assim, que a partir de uma
escala heptaténica, seis outras
podem ser alcangadas por de-
rivagdo, por meio da mudanca
da nota tbnica. Este é o caso
dos chamados modos ecle-
siasticos ou gregos — reperto-
rio escalar de base da musica
medieval e renascentista euro-
peia — que podem ser obtidos
a partir do deslocamento da
tonica a partir da sequéncia in-
tervalar do modo jonio, como
pode-se observar abaixo:
Joénio — T-T-S-T-T-T-S
Dério = T-S-T-T-T-S-T
Frigio = S-T-T-T-S-T-T
Lidio — T-T-T-S-T-T-S
Mixolidio — T-T-S-T-T-S-T
Edlio - T-S-T-T-S-T-T
Lécrio — S-T-T-S-T-T-T

E importante comentar
que podemos obter outros
conjuntos de fracdes, e, por-
tanto, outras escalas pitagé-
ricas, se considerarmos os
intervalos de quartas justas
acima, o que corresponde a
multiplicar a frequéncia de um

tom sucessivamente por 4/3 e
eventualmente dividir por 2 se
o nimero for maior do que 2.
Aplicando este procedimen-
to, obtemos duas novas fra-
coes, 16/9 e 32/27, e com elas
chegamos a uma nova escala
heptaténica representadas pe-
las fracbes 1, 9/8, 32/27, 4/3,
3/2,27/16, 16/9 e 2. Dividindo
cada um destes nimeros pelo
anterior chegamos as fracoes
9/8, 256/243, 9/8, 9/8, 9/8,
256/243, 9/8 que correspon-
dem aos mesmos valores de
tons e semitons da Figura 3,
mas com a sequéncia do modo
Dério. Ou seja, a escala pitagé-
rica ndo é Unica, mas diferentes
regras levam a diferentes con-
juntos de fragdes cujas separa-
coes intervalares ddo origem a
diferentes modos gregos.

A escala justa (ou
o temperamento
justo)

Uma outra contribui-
cao importante vinculada ao
desenvolvimento de esca-
las musicais veio do astrono-
mo de Alexandria, Claudius
Ptolomeu, que viveu no segun-
do século DC. Um dos livros
mais importantes de Ptolomeu
é chamado Sobre Harménicos
e contém, entre muitas outras
coisas, novas ideias de como
compreender as escalas musi-
cais [Johnston 1989]. As razdes
da escala ptolomaica sdo bem
proximas do temperamento
que usamos atualmente. Em
particular, ela se deve a asso-
ciacdo de outras fracdes (além
de 3/2 e 4/3) a intervalos musi-
cais, considerando harmdnicos
de ordem mais alta.

Vamos considerar o quin-
to harménico da corda de um
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violao, que pode ser escutado
tocando com um dedo leve-
mente apoiado na corda sobre
o 4° traste do violao, que cor-
responde a aproximadamente
1/5 do seu comprimento, mas
sem encostar a corda no tras-
te. A razdo entre as frequén-
cias do quinto harménico (4°
traste) e quarto harmonico (5°
traste) é igual a 5/4 e o inter-
valo musical entre as notas
que soam estes harmonicos é
de uma terca maior. Ou seja,
se o quarto harmoénico for um
Do6-3, o quinto harménico sera
um Mi-3. Repare que este valor
5/4 = 1,25 é proximo, porém
distinto, do valor do intervalo
de ter¢a maior da escala pita-
godrica discutida acima, 81/64
= 1,266. Ptolomeu mostrou
que a conexdo entre a logica
aritmética e a estética musical
nao era unica.

E interessante notar que
as trés notas fundamental,
terca maior (5/4) e quinta jus-
ta (3/2) formam uma triade
maior, que é o chamado acor-
de maior comumente usado
em diversas culturas e estilos
musicais. Estas trés notas cor-
respondem de fato aos sons
do quarto, quinto e sexto har-
monicos mostrados na Figura
2.Continuando a investigacdo
dos intervalos musicais e ra-
z0es entre estes harménicos,
uma préxima fragdo que sur-
ge é 5/3. O intervalo musical
entre as notas do terceiro e
do quinto harménico pode
ser escutado apoiando-se o
dedo no 7° traste (terceiro har-
monico) e no 4° traste (quinto
harmonico), e corresponde a
uma sexta maior. Ou seja, se
multiplicarmos a frequéncia do
D6 por 5/3, obtemos a sexta
nota da escala musical, ou
seja, o La. Repare que o valor
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da sexta maior da escala ptolo-
maica (5/3 = 1,666) é préximo,
mas ndo exatamente igual, ao
valor da sexta maior da escala
pitagdrica discutida anterior-
mente (27/16 = 1,688).

Se a corda estiver afinada
em Do-1, o oitavo harmédnico
serd um Doé-4. Escutando os
sons do oitavo e nono harmo-
nicos podemos constatar que
o nono harmoénico serd um Ré-
4. Assim, a frequéncia da nota
Ré serd a frequéncia da nota
D6 multiplicada por 9/8, es-
tando esta fracdo associada ao
intervalo de segunda maior.
Finalmente o intervalo de séti-
ma maior (e da nota Si) é obti-
do multiplicando a frequéncia
do D6 fundamental pelo in-
tervalo de uma quinta (3/2) e
depois pelo intervalo de uma
terca (5/4), ou seja, 3/2 x 5/4
= 15/8.

Chegamos assim a uma
escala com fragbes entre nu-
meros inteiros pequenos, que
é a chamada escala em ento-
nagdo justa, representada na
Figura 4. Dividindo a fragdo de
uma nota pela fracdo da nota
anterior, verificamos que essas
notas estdo separadas por trés
diferentes intervalos, represen-
tados pelas fragdes em verme-
lho na Figura 4. Repare que
existe uma Unica fragdo para o
semitom, que é igual a 16/15,
mas existem duas frages para
um tom inteiro, o 9/8 e o 10/9.
Como esta escala foi obtida a
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partir dos harménicos de uma
nota DO, ela pode soar bem
ao se tocar uma musica no
tom de D6 maior. Ela é assim
designada como escala em
entonacao justa em Do. No
entanto, se nos ativéssemos a
mesma estrutura de relacdes
e reproduzissemos uma mes-
ma melodia partindo de outro
tom (outra nota), essa melodia
apresentaria relagdes intervala-
res (razbes) diferentes daquela
elaborada na tonalidade de D&
e soaria “desafinada”.

Ha dois aspectos cuja
importancia deve aqui ser sa-
lientada. O primeiro é que as
escalas sdo construidas a par-
tir de fracdes de numeros in-
teiros pequenos (3/2, 4/3 e
5/4), como vimos. O segundo
é que, a depender de como
essas razoes sao empregadas
para a geragao de outras no-
tas, teremos escalas formadas
por propor¢des numéricas dis-
tintas. Ressaltemos que essas
diferengas podem se dar tanto
nas sequéncias de tons e semi-
tons que configuram uma dada
escala — por exemplo, T-T-S-T-
T-T-S, referente ao modo jonio,
ou T-S-T-T-T-S-T, referido ao
modo dério — quanto nas ra-
zdes especificas dos tons e se-
mitons — o que pode ser obser-
vado na escala justa, com um
tom de 9/8 e outro de 10/9, ou
na comparagdo entre ela e a
escala pitagérica, uma com um
semitom de 16/15 e, a outra,

a2 5/3 1578 2
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Figura 4. Escala musical justa que foi obtida a partir das
relacdes e frequéncia de harmdnicos de ordem mais alta

ARTIGOS

com um semitom de 256/243.
Essas divergéncias (sonora-
mente) mais sutis entre tons e
semitons sdo as diferencas en-
tre temperamento, modos de
entonacdo: uma mesma escala
pode, portanto, ser afinada de
maneiras distintas.

A escala temperada

Apenas no século XVI sur-
giram as primeiras propostas
de solugdes para o problema
da transposicdo de tonalida-
des, sobretudo com os traba-
lhos do chinés Zhu Zaiyu e do
belga Simon Stevin, que de-
ram origem ao desenvolvimen-
to da escala temperada — ou o
temperamento igual — que é a
escala que usamos hoje. Sua
ampla utilizagdo no ocidente
se consolidou definitivamente
apenas em fins do século XVIII.
Na escala temperada, todos os
12 semitons da escala musical
correspondem a um mesmo in-
tervalo, ou seja, a razao entre
as frequéncias de um tom e seu
semitom anterior € sempre um
mesmo numero, que vamos
denominar por f. As razbes
de frequéncias das 12 notas
em relacdo a nota fundamen-
tal sdo, portanto, dadas pelas
poténcias de f, ou seja, 1, f, f,
P e e P ef?
A 12? poténcia de f correspon-
de ao intervalo de uma oitava,
onde a razdo das frequéncias é
igual a 2. Temos, portanto, que
f'? =2, de onde podemos con-
cluir que:

12
f= V2 - ,059463.

O numero f se refere ao
intervalo de um semitom. Isto
significa que a frequéncia de
um tom é f vezes maior do que
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a frequéncia de seu semitom
anterior. A frequéncia do Do#
é fvezes a frequéncia do D6 e
a frequéncia do Ré é fvezes a
frequéncia do Doé#. Portanto,
a frequéncia do Ré é F vezes
a frequéncia do D6. O interva-
lo de um tom vale entdo £ =
1,122462. O diagrama da es-
cala temperada estd mostrado
na Figura 5.

A Tabela 1 compara
os nUmeros que correspon-
dem as razdes de frequéncia
para todos os intervalos mu-
sicais, para a escala justa ob-
tida através dos harmdnicos
de uma corda e para a escala
temperada. Repare que o in-
tervalo de quinta justa, que é
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Fonte: Producéao do autor

associado a fracdo 3/2 = 1,5
na escala justa, corresponde
af/ =1,498307 na escala tem-
perada. Estes nimeros sao di-
ferentes, mas muito préximos,
diferindo apenas de 0,11%.
Apenas ouvidos bastante mu-
sicais conseguem perceber
esta diferenca. O intervalo de
quarta justa, que vem da fra-
cdo 4/3 = 1,333 na escala jus-
ta, corresponde a f° = 1,33484
na escala temperada, nimeros
proximos diferindo também
de apenas 0,11%. O interva-
lo de terca maior, que é de
5/4 = 1,25 na escala justa vale
*=1,259921 na escala tempe-
rada, uma diferenca neste caso
de 0,8%. Os demais intervalos

F__r _»f M M e
Solw La#
{ou Lé b) [ou Sib)
Sol Ld Si (W]

Figura 5. escala musical de temperamento igual, ou escala

temperada.
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estdo nomeados na tabela
abaixo, onde s3do mostrados
os valores das fragbes associa-
das a cada nota musical, assim
como os valores das poténcias
do nimero f = 1,059463, que
correspondem as razbes de
frequéncias das notas dos ins-
trumentos musicais que hoje
temos a disposi¢do, como, por
exemplo, o violao e o piano
H& duas nogdes estreita-
mente vinculadas as relacoes
numeéricas entre os intervalos
musicais: as de consonancia e
dissonancia. De maneira geral,
tratando das alturas (das no-
tas), podemos dizer que rela-
cdes intervalares matematica-
mente mais simples produzem
sonoridades mais consonantes
e que aquelas mais complexas
geram sons mais dissonantes.
A histéria da musica ocidental
e as diferentes tradicbes mu-
sicais ndo ocidentais, estuda-
das por etnomusicélogos, nos
evidenciam, entretanto, que as
relagbes entre os fendmenos
naturais e os culturais ndo séo

Tabela 1. Intervalos musicais perfeitos, obtidos através da escala justa, e intervalos temperados

Nome do Interval Escala | Escala
ome do Intervalo scala justa 2 1\2/5 _ 1.059463

Unissono (Do) 171 =1 =1
Segunda menor (semitom) (Réb) 16/15 = 1,06666... f1=1,059463
Segunda maior (tom) (Ré) 9/8 =1,125 P=1,122462
Terca menor (Mib) 6/5=1,2 £ =1,189207
Terca maior (Mi) 5/4 = 1,25 ff=1,259921
Quarta justa (F4) 4/3 = 1,33333... £ =1,33484
Quinta diminuta (Solb) 64/45=1,42222... ££=1,414214
Quinta justa (Sol) 3/2=1,5 f =1,498307
Sexta menor (Lab) 8/5=1,6 £ =1,587401
Sexta maior (L3) 5/3 = 1,66666... ff=1,681793
Sétima menor (Sib) 16/9 =1,77777... 0=1,781797
Sétima maior (Si) 15/8 = 1,875 f1*=1,887749
Oitava (Do) 2/1=2 =2

Fonte: Producéo do autor
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tdo diretas. A titulo de exem-
plo, embora a quinta e a quar-
ta justas (3/2 e 4/3, respec-
tivamente) tenham sido dois
intervalos privilegiados na alta
ldade Média, sobretudo no
género musical que ganhou o
nome de Organum Paralelum,
a partir da Renascenga, em
compéndios de ensino de con-
traponto, ver-se-a a indicagao
de que a quarta justa é uma
dissonancia e que a quinta jus-
ta ndao deve ser empregada
consecutivamente pelas mes-
mas duas vozes, pois esse en-
cadeamento era considerado
“aspero”. No mesmo contex-
to renascentista, os intervalos
de terca (maior e menor, 5/4
e 6/5, respectivamente) sao
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